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¢ Extremums

¢ Test de la dérivée seconde

<+ Hessien



Lorsqu’on cherchait les extrémums relatifs d’une fonction a une
variable, on commencait par trouver ces points critiques.

.

ou les endroits ou la dérivée n’existe pas

(?

f'(a) #

f'(a) =0

en d’autres termes, on veut que la droite tangente soit .

<

\

horizontale




Similairement lors de la recherche d’extrémums de fonction a deux
variables, les points critiques sont les points ou le plan tangent est
horizontal.

et ceux ou la dérivée n’existe pas.




Puisque le vecteur normal au plan tangent est donné par

i—vr= (555 -1)

oxr’ Oy’
donc un point critique est un point tel que

of
ox

=0 et % =0

(a,b)

(a,b)



Avec les fonctions a une variable, pour vérifier s1 un point critique
¢talt un min ou un max, 1l suthisait de voir s1 la fonction passait de
croissante a décroissante ou vice versa.

Mais avec les fonctions a plusieurs variables, 1l y a trop de directions
par lesquelles on peut s’approcher d’un point pour faire ca.



Dans un premier temps, on peut essayer de voir si Az est toujours
positif ou toujours négatif.

Az = fla+hb+k) - f(a,b)

pour de petite valeurs de h et k.
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On a donc deux points critiques

(0,0) (1,1)



Dans un premier temps, on peut essayer de voir si Az est toujours
positif ou toujours négatif.

Az = fla+hb+k) - f(a,b)

pour de petite valeurs de h et k.

@& /o) 20 ooyt W)
pourM en prenant k = ()

Az = f(0+ h,0) — £(0,0) = 243

prendra des valeurs positives et négatives selon le signe de h



Dans un premier temps, on peut essayer de voir si Az est toujours
positif ou toujours négatif.

Az = fla+hb+k) - f(a,b)

pour de petite valeurs de h et k.

@O 1@.9) —20° - ooy + 37
pourM pour (1,1)

Az=f@A+h1+k) — f(1,1)

=21+ h)°-60Q+h)1+k)+301+k)*+1
=2(1+3h+3h*+h%) =6(1+h+k+hk)+3(1+2k+k*)+1
= 2(3h + 3h* + h?) — 6(h + k + hk) + 3(2k + k%)
= 2(3h* + h*) — 6hk + 3k?



Dans un premier temps, on peut essayer de voir si Az est toujours
positif ou toujours négatif.

Az = fla+hb+k) - f(a,b)

pour de petite valeurs de h et k.

Y ——
pourM pour (1,1)
A

z=f(1+h,1+k)— f(1,1)

= 2(3h* + h*) — 6hk + 3k?

—'6h% + 2h> — 6hk + 3K?
— 3h% + 2h° + 3h% — 6hk + 3k?

= h*(3 +2h) + 3(h — k)°



Dans un premier temps, on peut essayer de voir si Az est toujours
positif ou toujours négatif.

Az = fla+hb+k) - f(a,b)

pour de petite valeurs de h et k.

@B /() =200~ 60y -+ 3
pourM pour (1,1)

Az = f(1+h,1+k) — f(1,1)

= h*(3+2h) +3(h — k)® toujours positif

3 3
itif s1 —= < h < =
posiat s —2 >

donc (1, 1) est un minimum relatif.



Ouin... cette méthode risque d’étre rarement simple a utiliser!

Visons une autre méthode

Avec les fonctions a une variables, on a vu le test de la dérivée seconde
qui disait que si

f'(a) =0
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Par contre, 1l y a une autre dérivée seconde
0° f
0x 0y

qui vient brouiller les cartes!

Pour pouvoir en tenir compte, c’est plutot la dérivée seconde dans
n’importe quelle direction qu’on aimerait qu’elle ait toujours le méme
signe.
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On aimerait savoir si cette expression est toujours positive

Mais avant de faire ¢a, remarquons que nous pouvons réécrire cette
expression sous forme matricielle.
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Cette matrice ce nomme la matrice hessienne

0 f 0 f
o2 Oyox
H(f) =
0 f 0 f
0x 0y 8—y2

et son déterminant le hessien (ou discriminant hessien).

vy o
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Oxdy  0y?

Nous allons voir que le hessien apparait dans le test de la dérivée
seconde des fonctions a plusieurs variables.
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Remarquons 1c1 qu’au point critique les dérivées secondes sont
constantes.

Pour alléger I’écriture, on peut réécrire I’expression

La dérvée directionnelle seconde prendra des valeurs positives et
négatives et sera donc un point de selle.

o
i — QB/U/l’UQ

Pour voir ceci, 1l sutfit de prendre les directions

U = (ul,ug) — (1, 1) U = (ul,ug) — (1, —1)
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Reste donc a voir ce qui ce passe s1 A #£ 0, s1 C # 0, ou les deux.
Supposons A # 0 (le casC' # 0 serait similaire )

et on fait une complétion de carreé.
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, _[F . O O
= 87“2 19 (‘n(‘)y (U 0 s Supposons A # 0

Au% + 2Buqjus + C’ug = A <u1

Puisque cect est toujours positit, si

an a2f aZf 2 B .
(@) (5’—y2> — (5’x0y> = AC — B* >0 (Le hessien)

c’est donc le signe de A qui détermine le signe de foz

si 5 ]; A >0 alors fiz sera toujours positive donc un min.
T

o°f
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27 = — A < ( alors fz; sera toujours négative donc un max.
T
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Au% + 2Buiu9e + C’ug = A <u1 | ) + (AC — BQ) P

A

S1 a la place on a

an a2f 32]0 2 B 5 .
(@) (5’—y2> _ (5’x0y> = AC — B“ <0 (Le hessien)

Alors la dérivée directionnelle seconde prendra des valeurs différentes
pour les directions

i = (1,0) i = <—§,1)

et donc on a un point de selle.




, _[0%F . O f

fo. = 3 U1 + anayuluQ | 012 Uy Supposons A # 0
> 2 BUQ ’ U%
Aul + 2Buqjus + C'uQ = A (ul | A > T (AC o BQ) Z

De plus,s1 C' =0

an a2f 32]0 2 .
(@) (5’—y2> _ (@x@y) — 00— B?>0 (Le hessien)

un point de selle

Par symétrie, on aurait la méme chose pour C' £ () et A =0

De plus, on avait déja remarqué quesi A=0 et C =0

on avait un point de selle.



On vient donc de faire la preuve de

Théoréeme @ Soit une fonction f(z,y) et un point (a,b) tel que

fl(ab)=0 et fi(ab)=0
sionnote D = (f.(a, D) f., (@, b)) — (f;’y(a, b))2 le hessien
Si D>0 et f (a,b) <0 lepointestun maximum relatif.
Si D>0 et f (a,b) >0 lepointestun minimum relatif’

S1. D <0 lepoint est un point de selle.

S1. D=0 On ne peut rien conclure.

(On dit que le point critique est dégenéreé.)



Faites les exercices suivants

p.809 # 1 et 2

p.809 # 1 et 2)



- Reprenons notre premier exemple

f(z,y) = 22° — 6y + 3y°

of of

i _ 7 - _ 0 1.1
o 61 — 6y 9 6x + 6y pt.cr. (0,0) (1,1)
0 f ’’f _ f _

522~ 2 e =% Gaay T

(P *f \° _ 2
D= (8272 5’y2> B (8:6(’93/) = (722) = (=6)

(0,0) D=-36<0 pointde selle

2
(1,1) D =36>0 6—J2E — 12 >0 minimum
ox (1.1)










AC — B* =(=1
AC — B* =14
AC — B* =4
AC — B* =4
AC — B* =4

selle

max

max

min

min



(1,1) A==2 C=-2 B=0
(1,-1) A=2 C=2 B=0

(-1,1) A=2 C=2 B=0

AC — B? =(—1

AC — B? =4

AC — B? =4

AC — B? =4

AC — B? =4

selle

max
max
min

min




Faites les exercices suivants

p.809 # 5 a 16

(p.810 # 54 16)



On peut utiliser la matrice hessienne pour écrire sous forme
matricielle I’approximation du deuxieme degré.

of of <a2f

52 f f
Lo+ L yn+g (5 )

e (= O —b)+ 55 (1)

F(#) ~ 1@ +W b5 (@ — H(f (@) (F — a)”
0

Ce qui nous permet d’interpréter le test de la dérivée seconde;

z =~ f(a,b)+ (z —a)® + 2

Lorsqu’on a un point critique, le terme linéaire disparait

donc, avec le hessien on regarde "approximation du deuxieme degré.



¢ Extremum

¢ Test de la dérivée seconde

<+ Hessien



p.809 # 12418

(p.809# 14 18)



