3 Intégrale multiple

3.1 Intégrale double

1. Evaluer les sommes demandées.

DR NETENTD o

i=1 j=1 j=1i=1 i=1 j=0

2. Pour chacune des fonctions données, évaluer

2 3
/f(w,y)dw et /f(%y)dy
0 0

a) f(x,y) = day — 3y> o) flx 1t
y 2@; Y ) 1@y =m0
b) f(z,y) = y—7 d) f(z,y) = cos(xy)

3. Calculer les intégrales données.

a) /2scey dzx.

b) /secz(acy) tan®(xy) dy.

4.  Calculer les intégrales données.

1 1
a) / dzxdy.
o Jo
2 2
) / / z? +y? dady.
o Jo
2 .2
c) / / z2y? dxdy.
o Jo
4 2
d) / / <y + x) dydx
1 J1 r oy
1 2
e) / / Vv +y dydz
o Jo
2 3 1
f / / dxdy.
) 1 J1 2ty Y
1 jus
g) / /2 (52% 4 1) sin 3y dxdy.
~1Jo

5. Calculer les intégrales données.

1 ™
) / / ycos(zy) dydx
/ / T sin(ye”) dxdy.
ln (zy)
) —== dyd
1 J1 z

3.2 Domaines divers

6. Ecrire l'intégrale que 'on doit calculer pour évaluer

f(z, y)dA sur la région R donnée.

R
Y Y
2 2
A 1 3
a) 1 2 3 4 7 C) 1 2 3 4 T
Ya g“
A
_11“\‘&3 x 19
b) 2 d) 1 2 3T

7. Tracer le graphique de la région d’intégration des inté-

grales données.
4 ry
d) // 2y da dy
LIy

3 4
a) / / e dy dx
1 Jo
0 /0
e)/ / 2xy dy dx
Y

2 z
b) / / e’ dydzx
0 Jo
5 r2x
) / / sinz dy dx
1 x

8. Calculer les intégrales du numéro précédent.
9. Calculer les intégrales sur les domaines spécifiés.

) //:rgysz

D={(z,y)|0<2<2, —x<y<uz}

= <2<20<y<2uzl.
//.I'3+2 D {(Ivy)|1_$_270_y_21’}

= <zx< <y< .
C) //x2+1dA D {(Iay)m—x_lvo_y_ﬁ}
Q) [[eras D={(xy0<y<1,0<z<y}

10.  Calculer les intégrales sur les domaines spécifiés.

// x cosydA D estentre y =0,y = 22 et & = /7.

) //DaH—ydA

) / / y2dA D est le triangle dont les sommets sont
D
(0,2),(1,1) et (3,2).

D est entre y = /z et y = 2.

d) // xy?dA D est entre x =0 et . = /1 — y2.
D

e) / / Inxz dA D est la région bornée du premier
D

quadrant entre la droite 2z + 2y =5
et I'hyperbole zy = 1.



11.  Calculer les intégrales suivantes en inversant 1’ordre

d’intégration.
3 09
c) / / ysin 22 dzdy
0 Jy2?

2) /Q/ZSIDxdxdy
o Jy T ;
1,1
d) // V2+ z3dxdy
0 Jvy

Lo
b) / / e’ dxdy
0 Jvy

12.  Calculer le volume du solide compris entre la surface
z=25—2% —y% et le plan z = 16.

13.  Calculer le volume du solide compris entre les plans
y=20,2z=0et z=a—x+y et le cylindre parabolique
2

T "
Yy = a — — ou a est une constante positive.
a

14.  Calculer le volume du solide compris entre les surfaces

z=1—y? et z = z°.

3.3 Intégration en coordonnée polaire

15.  Pour chacune des régions, écrire / fdA comme une
R

intégrale double en coordonnées polaires.

5

1— y ¥
_1 9@

£
i

16.  Tracer la région sur laquelle les intégrales suivantes

sont calculées.
% sec 0
c) / / f(r,0)rdrdd
o Jo

a) /027T /12 f(r,0)rdrdd
b) [rg /01 flr,0)rdrdf d) /14 /_Zi flr,0)rdodr

17.  Refaire la question 14 en utilisant les coordonnées po-
laires.

18.  Calculer les intégrales suivantes en utilisant les coor-
données polaires.

a) // zydA, ou D est le disque de rayon 4 centré a l’ori-
D
gine

b) // (3x — 2y)dA  ou D est la région du premier qua-
D

drant comprise entre le cercle de rayon 2 centré a l'ori-
gine, Paxe des y et la droite y = V3z

c) // cos(z®+y*)dA, o D est la région a 'intérieur du
D
cercle z + y2 =4 et comprise entre y > x et y > —x.

2
d) xidA, ol D est la région entre les cercles
T + y?
D T2 TY
2 4+y2=9et 2 +¢y* =16

19.  Convertir les intégrales suivantes en coordonnées po-
laires et les évaluer.

0 V1—z?
a)/ / xdydz
—1J—V1-22
b)/ / e’ T dady
0 Y

3 \/393 T
c) / / —dydzx
0 x Yy

3 V9—z?
d) / / sin(z? + y?) dy dx
-3.Jo

a 0
e) // 22y dx dy
0 J-\Ja2=yp2
2 pV2z—x2
f) // Va2 +y?dydx
o Jo

20.  Utiliser le fait que l'aire d’une région R du plan peut

étre calculé en utilisant
/ / 1dA
R

a) Un cercle de rayon a centré a lorigine

pour trouver 'aire de;

b) Une feuille de la rosace r = cos(36)

r = cos(30)

c¢) La région a l'intérieur du cardioide r = 1 + cos 6

r=1+cosf



21.  Trouver le volume entre les surfaces z = z2 + y2
" 4 .’IJ2 y2
et z=-—— — =
3 3 3

22.  Trouver le volume a lintérieur de la sphére z2 + 32 +
22 =9 et du cylindre 22 + 3* = 3z

3.4 Aire de surface et applications

23.  Trouver la valeur moyenne de la fonction
1

f(x’y):\/TTyz

sur Panneau 4 < 2% + y2 <9

24.  Trouver la distance moyenne entre les points du disque
de rayon a et l'origine.

25.  Trouver la distance moyenne par rapport a ’axe des
x pour les points se trouvant dans la région délimitée par
'axe des z et la courbe y = z — 2°

26. Calculer la masse et le centre de masse d’une plaque

de métal occupant la région R et de fonction densité p(z, y) ;

a) R est le rectangle 0 < 2 < 3 et =2 < y < 2 et
pz.y) = zy’

b) Restlerectangle 0 <z <aet0<y<betp(z,y) =2y

¢) R est le triangle de sommets (0,0),(1,2)et (5,0) et
plr,y) =z+y

d) R est le disque de rayon 1 2% + ¢*> < 1 et p(x,y) =
1422 +4°

e) R est la région borné par y = e”,
et p(z,y) =y

y=0,z=0etz=1

27.  Trouver le centre de masse d’'une plaque comprise a
Iintérieur du cercle 22 + y? = 2y et a lextérieur du cercle
z? +y? = 1 si sa fonction de densité est inversement pro-
portionnelle & sa distance a l'origine.

28.  Calculer 'aire de la région de la surface spécifiée.

a) La partie du plan z = 3z — 2y au-dessus du rectangle
0<x<2,0<y<3.

b) La partie du plan z = 2z + 2y a lintérieur du cylindre
2?4 9% =4,

¢) Le paraboloide z =1 — z? — y? dans le premier octant.

d) La surface z = y? au-dessus du triangle de sommets
(0,0),(0,2) et (2,2)

e) La surface z = vz au-dessus de la région 0 < z < 1 et

0<y<vVa

29.  Trouver I’aire du paraboloide hyperbolique z = 22—y

délimité par le cylindre 22 + y? = a?

30. Montrer que laire de la surface z = 2xy est égale a
laire de la surface z = 2% + 3? a lintérieur d’un cylindre
centré a 'origine.

3.5 Intégrale triple

31. Calculer les intégrales données.

/ / / dxdydz

) / / / zy drdydz
o Jo Jo
2 2 05

c)/ //323/2 dxdydz
-1Jo J2
2 3 42

) / / / ze” dxdydz
1 Jo Jo

32.  Calculer l'intégral /// (vy — 2%)dV sur
R

R:{(a:,y,z)’—2§x§1, 0<y<4, -3<z<0}

selon trois des différents ordres d’intégration.

33.  Calculer / f(z,y,2)dV pour les fonctions et les ré-
R
gions données.

a) f(z,y,2) =2 +5y° — 2;

R={(@,y.2)

 -l1<y<1,2<2<38)

b) f(z,y,z) =sinzcos(y + 2);

R:{(m,y,z)‘nggw, 0<y<m, nggn}.



34.  Calculer les intégrales itérées suivantes

Ytz
/// dxdydz
b) // / z dzdydx
0 Jxz3 JO
3 1 pV/I=27
c) / // ze¥ dxdzdy
o Jo Jo
1 z Yy 2
d) / / / ze Y dxdydz
o Jo Jo

35.  Décrire ou tracer la région d’intégration des intégrales
suivantes.

) /06 /03 /:Hyf(z, y, 2)dzdyds
b) /01 /Ox/oxf(a:, y, z)dzdydz

36. Trouver la masse du solide borné par le plan z = 0, le
plan y = 0 et le plan 2z 4 3y 4+ 2z = 6 si la densité du solide
au point (z,y, z) est donnée par

o(z,y,2) =z +y

37. Reéécrire les intégrales suivantes en changeant 1’ordre
d’intégration de telle sorte qu’on intégre par rapport a x en
premier et & z en dernier.

a) /Ol/ol_z/olf(x,y,z)dz dy dx

) /1/1/yf(x,y,z)dzdyd1:
YN

d) /0 /01 Z/O flz,y, 2)dy dz dx

38.  Trouver le centroide du tétraédre délimité par les

(x,y,2)dz dx dy

plans de coordonnées et le plan z + % + 2o Compa-

rer le résultat avec le barycentre des quatre sommets de ce
tétraédre.

39. Trouver le centroide de la région a I'intérieur du cube
0<z,y,z<letsousleplanz+y+2=2

40.  Calculer la masse et le centre de masse d’'un solide

occupant la région R et de fonction de densité p(x,y, 2);

a) R est sous le plan z = 1 4+ = + y et au-dessus de la ré-
gion du plan délimitée par y = /7, y = 0 et x = 1 pour
p(z,y,z) =6

b) R est bornée par le cylindre parabolique z = 1 — y? et
les plans 2+ 2z =1,z =0 et z =0 pour p(x,y,2z) =4

¢) Restlecube 0 <uz,y,2<2et p(z,y,2) =2 +y> + 2°

3.6 Intégration en coordonnées sphériques
et cylindriques
41.  Ecrire une intégrale triple représentant le volume

d’une pointe d’un gateau cylindrique de hauteur 2 et de

T T
rayon 5, entre les plans 6 = 6 et 0 = 3

42.  Représenter le solide dont le volume est donné par les
intégrales suivantes et calculer le volume.

4 p2m g4
) / / / r dz dO dr
0 JO r
z 2 p9-r?
) / / / r dz dr df
0 0 T

43.  Evaluer le volume des régions spécifices.
a) R est la région a l'intérieur de la sphére 22 +y? + 22 =9
et au-dessus du cone z = v/x2 + y2

b) R est la région entre les parabolides z = 10 — 22 —y? et
z2=2*+¢y*-1)

¢) R est la région au-dessus de la surface z = v/x2 + y2 et
a lintérieur de la sphére 2 4+ % + 2% = 2

44.  Evaluer les intégrales / / / f(z,y,2)dV en coordon-
R

nées cylindriques.
a) flz,y,2) =" +y> + 2%,
-
R est la région 0 < r < 4, Tgeg—, —-1<z<1.

4
b) f(z,y,2) = sin (a? +y°),
R est le cylindre circulaire droit de hauteur 4 dont la

3

base est centrée sur I’axe des z en z = —1 et le rayon est
de 1.
c) f(z,y,2) = Va2 + y2%, R est la région bornée par le cy-

lindre z° 4+ 3% = 25 et les plans z =2 et 2 = 6

45.  Représenter le solide dont le volume est donné par les
intégrales suivantes et la calculer

s % 3
a) /6 / / p*sing dp df do
o Jo Jo
2 ™ 2
b) / / / p*sing dp do df
0 z J1



46.  Evaluer le volume de la région entre la sphére

2?4942 422 = z et le cone z = /22 + 12,

47.  Evaluer l'intégrale en coordonnées sphériques de

1
VarZ 4y + 22

sur la partie inférieure de la sphére de rayon 5 centrée a
l'origine.

flx, y, 2) =

Evaluer les intégrales suivantes.
V1—z2 1—x2—22 1
/ / / dy dzdz
V1—22 V1—z2—22 $2+y +2’2
V1i=z2?
b) ———dydxdz
/ / / Vizz? \/w2 + 92 Y

49.  Trouver le volume d’une sphére de rayon R dans la-
quelle on a percé un trou cylindrique de rayon a au centre.

50. Calculer /// z? + 9% dV ou R est la boule 2 + 1% +
R
2% < a?.

51. Calculer le Jacobien des transformations suivantes.

a) x=3u—2v, y=>5u+tv

b) z =u?+v%, y=u®—0?
u W

¢) &= utv YT u—w

d) x =wucosv, y=usinv

e) t=3u, y=2v, z=D>bw

52.  Calculer les intégrales suivantes en utilisant le chan-
gement de variable donné.

a) / / 2z —ydA sur la région triangulaire dont les sommets
R

sont (0,0), (2,1) et (1,2) avec x =2u+v, y=u+2v

b) // 22dA sur la région bornée de Pellipse 422 +9y* = 36

avec r = 3Ju, Yy =2v

c) // z? — 2y + y*>dA sur la région bornée de Dellipse
R

2 2
xz—xy—i—yz =2avecr = \@u—\/;v, Y= \/§u+\/gv

2 2 22
53.  Trouver le volume de l’éllips01de —+5+ =2

0 =1.



3.7 Solutionnaire

Solution 1

a) 266 ) 110 (1 1
¢ _

b) 75 216

Solution 2

2 3
a) / fdx = 4y — 6y et / fdy =18z -9
0 0

2 3
b)/ofdx yi7et/0fdy:2xln<i>

2 3
1 2 1 3
c) / fdx = —arctan — et / fdy = — arctan —
0 Yy Y 0 x x

2 . 3 .
d) / de:sm2y ot fdy:bln?)x
0 ) 0
Solution 3
a) z%e¥ + C(y) b) tan* (zy) +C()
4x

Solution 4
4
a) 22 ©) F(OV3-4v2-1)
b) 22
) 3 f) 5In5 — 4In4 — 3In3 +
o 8 21n2
o . 32
d) n2% 8) o
Solution 5
a) 2 L. 2
c) iln 3+In3(2In2-1)

b) sinl —sine4+e—1

Solution 6

o [ [revwa o [ /2 Fla,y) dyda

1

b) /31 /;M flz,y)dydx d) /13 /y;y f(z,y)dzdy

Solution 7

Yy Yy
4 4
3 3
2 2
1 1
\ > !
a) 12 3 7 d)
Yy
3
2
1
b) 1 2 3 @
YA o)
10 +
80
60
40
20
>
¢) 1 2 3 4 5 T

Solution 8

a) (e* —1)(e* —e) c) ~—2,68
1 d) =~ 656,08
b) 5e — 1) o 14

Solution 9

256 1

— ~In2
a) 51 c)2n

8 10 -1
b) =In | — €
)3 (3> d) 2

a) 1 d) 2

3 15
b) —

10

147 33 45
C) 70 e) §1n2_T6

8y



Solution 11

a) 1 . 1 —cos81
4
-1 2v3  4v2
by € g 2342
3 3 9

Solution 12 27x

28
lution 13 =43
Solution 13 15@

Solution 14

o3

Solution 15

a) / /jf(r,&)rdrdﬂ

b) /:; /12f(r,0)rdrd0

Solution 16

c) /027r /Oﬁf(r,H)rdrdO

c)
17
Py
0
1 0 1 3.2 23 45
-2
b) 11 d)
Solution 17 g
Solution 18
a) 0 msin4
c) 1
16 s
b) — —4v3 d) —
) 3 V3 ) 2

Solution 19

5
m(et — 1) a
b) = °) 15
16
c) 3—V3 £) 9
Solution 20
a) ma? c) el
b) ~ ?
12
2
Solution 21 ?ﬂ-
Solution 22 187 — 24
. 2
Solution 23 5
2
Solution 24 ?a
Solution 25 !
olution 0
Solution 26
a) M=24,2=2et =0
a’bh? 2a 2b
M = — = —cty= —
b) 4 ) z 3 € y 3
VIR L URN
c =3 Tr = 3 ety = 16
3
Q) M_g,i‘:()etg]:o
21 e2+1 Ae® - 1)
M = T = t y =
) 1 0 T e o) YT g -
2 2v/3
Solution 27 MZQ\[—;’wzoety:M\f%;r

Solution 28
a) 6v14
b) 127

c) 21(\/@— 1)

) V125 -1
12
Solution 29

% ( (1 + 4a2) — 1)

Solution 30 Laissé a ’étudiant.e



Solution 31

9(e? — 1)

Solution 32 —144

Solution 33

a) 2 b) -8

Solution 34

Solution 35

. 15
Solution 36 >

Solution 37

2) /Ol/ol_z/olf(x,y,z)d:c dy dz
b) /01 /Ol_z/olf(x,y,z)dx dy dz
0) /01 /01_2 /Olf(m,y,z)dx dy dz
d) /01 /01_2 /Olf(x,y,z)dx dy dz

Solution 38 <a b C)

444
Solution 39 Vzifzg,g:getizg
6 20 20 20
Solution 40
1
a) M:@,a_::@,y:get,%:i
10 553 79 553
1 2
b) :36792:137@:0%2:?
7 7 7
M:25 T — —. 1 = — t7:7
c) T i=geti=g

2 T 05
Solution 41 / / / rdrdfdz
0o Jz Jo

Solution 42

267

v==2"
a) 3
227

b) V=—"
) 3

Solution 43

a) 97(2 — V2) b) 187 o

6
Solution 44
a) 2007 b) 8m(sinl — cos1)

Solution 45

a) vz%@—\@



Solution 46

™|

Solution 47 257
Solution 48

a) T b) 27

Solution 49 ?ﬂ- (a2 — R2)3/2

Solution 50

Solution 51

4aber
3

Solution 53



