


V' Série alternée

V' Critere de Leibnitz

V' Série de puissance

V' Intervalle de convergence

v Rayon de convergence



V' Dérivée de série de puissance
V' Intégrale de série de puissance

V' Série de Taylor et Maclaurin



Au dernier cours, on a vu qu’une série de puissance

O

Z ap(x — a)”

k=0

peut converger ou diverger dépendamment de la valeur de x

On peut donc créer une fonction

O

fla) =Y are — o)

k=0

dont le domaine est 'intervalle de convergence



La dérivée et I'intégrale sont des opérateurs linéaires.
C’est a dire que

(f(@) +9(2)) = f'(z) + ¢'(z)

[ f@)+9(@) do = [ f(@) do+ [ g(a) ds

Bien que ces propriétés s’étendent aisément a une somme finie de
fonctions, le passage a une somme infinie de fonctions est moins
cvident.

On va accepter cette généralisation sans démonstration.



Soit une série de puissance
n
= Z ap(x — a)”
k=0

ayant comme intervalle de convergence [
flz)=ao+ai(z—a)+a(z—a)* +as(z—a)’ +...

f'(@) = (a0 + ar(w — a) + as(e — @) + as(x — a)® +...)

=04 a1 + 2a2(z — a) + 3as(z — a)?

©.@) ©.@)
Z Dagi1(z —a)® = Zkak(a:—a)k_l
k=1

k=0
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k=0

:Z(_$)k:1—w+a}2—a}3+a}4—...
k=0

est une série géomeétrique de raison —g;

1 1

et converge pour x € | —1,1| Vers =

1 —(—x) 142

On a donc une égalité

1

:1—:13+x2—x3+x4—...
1+

qui est valide pour tout x € | —1,1]



k=0 k=0
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1+ . .
qui est valide pour tout gz & ]—-1,1[
1nu+xh:/&;ﬁﬁm:i/l—x+x2—ﬁ+nﬁ—”.dﬂ
2 3 ozt oz
= | | -4+ C
S S R i
02 03 04 05
r=0 Inl=0 | | C
H 3 45 T
() =
2132 373 2174 ZIZ'5 OO (—1)k+1$k
In |1 — | | —
njl el =r— o+ —- T+ )3 k



flz)=) (D" =) (—a)

k=0 k=0

— 1l -t gt — ...

1+ x , .
qui est valide pour tout x € | —1,1]
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la série converge par le critere de Leibnitz harmonique



EEBO o) -> vt =Y )

k=0 k=0

— 1l -t gt — ...

1+ . .
qui est valide pour tout x € | —1,1]
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qui est valide pour tout = €] — 1, 1]

Par exemple s1 x =11

0 1 k+1
Z( ; —In[1+@ =In2
k=1



d)

Faites les exercices suivants

3 5 7 9

Soit o) = 2 T x x x
T )

et 2 4 6 8

£ £ £ £

glr)=1-or+ "=ty

Evaluer f(0) et ¢(0)
Calculer f'(z) et ¢'(x)
ccrire les réponses en fonction des fonctions de départ
Calculer f"(x) et ¢"(x)
ecrire les réponses en fonction des fonctions de départ

Connaissez vous ces fonctions?



Comme '’exemple précédant I'llustre, certaine séries de puissance
concorde sur I'intervalle de convergence avec des fonctions connue.

Etant donnée une fonction, serait-1l possible de trouver une série de

puissance qui concorde avec la fonction sur I'intervalle de convergence
o

fla) =3 bz — a)



S1 une telle égalité est vérifice
O
= Z br(x — a)®
k=0

alors on doit nécessairement avolr que

S (f) = (fj bl - &)k)

ou de maniere plus générale

d’n
daj—”(f = (Zbk r— a) )



f(x) =bo +bi(x —a) + ba(z — a) + b3(x —a)® + ...

f(a) =bo +bi(a><a) + ba(a>a)* + b3(a>a)’ + ...

fla) = bo

f'(x) =by +2by(x — a) + 3bz(x — a)® + 4bs(z — a)® ...

f'(a) = by

F(x) = 2by +2 - 3bs(x —a) + 3 - 4by(x — a)? + 4 - 5bs(x — a)® +
1" (a) = 2!b,

FON2)=2-3b3+2-3-4by(x —a)+3-4-5bs(x —a)® + ...

f(g) (CL) — 3'193



f(”)(a) —nlb, b — f(n)(a)

Définition f(:zz) _ i f(k)(a) (:E B a)kz

k!
k=0

On nomme cette série la série de Taylor de f(x) autour de a

Dans le cas particulier ou a = 0

<. fk)
oy = 55100

k=0

on la nomme la série de Maclaurin



lim
n—> 00

™ (n+ 1)

fr (@) =e”
333 | 2134 |
31 4l
—0 <1

(7 -

Donc la série converge pour toutes valeurs de x




Faites les exercices suivants

Section 4 #28



En fait, par construction, on a que s1 on trouve une série de puissance
correspondant a une fonction, c’est nécessairement sa série de laylor.

f(x) = arctanx

Sa série de Taylor n’est pas particuliecrement simple a trouver.
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E (—a?)t = 2 — 2
1 — (—x?) 1+
k=0
1

:1—x2+x4—x6+x8—...

1 4+ 2

1
/ dx:/l—x2+x4—x6+x8—...dx
1 + 2
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Les intégrales de Fresnel

7 11 15

* xS T T T
S(z) = in(t?) dt = | .
() /O sin(t”) 3 317 TR 715
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B X
C(x) = /O COS(tQ) dt = ¢ o | IR I

La fonction d’erreur

9 [T 3 5 7
erf(x) = —/ e " dt = % (x i -
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On est peut-étre pas capable d’intégrer n'importe quel fonction

mais au moins, si elle est continue et que ses dérivées
d’ordre supérieur aussi

on peut en trouver une approximation ausst bonne que nécessaire!



Faites les exercices suivants

Section 4 #30



V' Dérivée de série de puissance
V' Intégrale de série de puissance

V' Série de Taylor et Maclaurin
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