4 Suites et séries

4.1 Polynome de Taylor

Q.1
Calculer le polynéome de Taylor de degré 5 autour de la
valeur spécifiée des fonctions suivantes.

= 522 + 3z — 7 autour de z = 2.

a) f(x)

b) f(x) = €" autour de = = 0.

¢) f(x) = cosx autour de = = .
d) f(z) =Ilnz autour de = = 1.
e) f(z) = +/x autour de z = 1.
f) f(x) = /x autour de z = 8.

On ne peut pas trouver une primitive de la fonction sin(xz)
a l'aide des techniques vues en classe.

a) Calculer le polynéme de Taylor de degré 5 de sin(z) autour
de z = 0.

b) Faites un changement de variable pour obtenir le poly-
néme de Taylor de degré 10 de sin(x?)

c¢) Utiliser ce résultat pour trouver une approximation de
1
/ sin(z?) dx
0
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Q.3

On ne peut pas trouver une primitive de la fonction e™ 2 a
I’aide des techniques vues en classe. L’intégrale

2
z
b77

\/7

donne la probabilité d’étre entre a et b, P(a < X < b), si la
probabilité suit une loi normale de moyenne p = 0 et d’écart
type o = 1; X ~ N(0,1).

a) Calculer le polynoéme de Taylor de degré 4 de e 3 autour

de x = 0.

b) Faites un changement de variable pour obtenir le poly-

22
noéme de Taylor de degré 8 de e™ =
c¢) Utiliser ce résultat pour trouver une approximation de
2

[
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4.2 Suites

Q.4

Enumérer les cinq premiers termes des suites suivantes.

O}

e) a1 =1, apt1 =4a, —2

a) {2n —1},>5

i)
I i)

Q.5
Déterminer le terme général a,, de la suite {a,} dont les
cinq premiers termes sont les suivants.

a) {1,4,9,16,25, ..}

11 1 1
I, — =, = ——, —, ...
b){’ 379" 27781 }

c) {1,2,6,24,120, ..}

Q.6

Calculer lim a, des suites suivantes et déterminer si elles
n—oo

Gnp

f) a1 =6, any1 =

divergent (D) ou convergent (C).

m) {cosnm}

5n )
n2+1} n) {cos;}

)

)

0) {1,2,3,1,2,3,..}

p {\/n2+7nfn}

Déterminer si les suites suivantes sont bornées, bornées su-
périeurement ou bornées inférieurement ; dans chaque cas,
trouver la borne inférieure b et (ou) la borne supérieure B.

a) {1+3} ¢ ) 2}
n d

”}nzs

) {(=
) {3-
b){”2+1} o) {e*}
n n>3 f) {cosnr}




Q.8

Déterminer si les suites suivantes sont croissantes ; décrois-
santes ; ni croissantes ni décroissantes ; monotones.

) {n‘jl} 0 {”Zl} &)

d) {(2n-— 9)2}n24
Q.9

e) {sinnw}
Répondre par vrai (V) ou par faux (F) et donner un contre-
exemple lorsque c’est faux.

f)

a) Toute suite bornée converge.

b) Toute suite convergente est bornée.

¢) Toute suite croissante est bornée.

e) Toute suite décroissante bornée converge.

)
)
d) Toute suite croissante est bornée inférieurement.
)
f)

Toute suite non bornée est divergente.

4.3 Séries infinies

Q.10

Pour chacune des séries suivantes, trouver une expression

pour S, et évaluer lim S, ; déterminer si la suite {S,}
n—oo

converge ou diverge et donner, si c’est possible, la somme de
la série.

1
10

d) Y (-

1

NE

) |

s
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—
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e) 0,3+ 0,03+ 0,003 + ...

> 1 1
2 Z(m‘w)

k=1

=
H'Mg
"
=

Zk2

Q.11

Démontrer que les séries suivantes divergent en les exprimant
en fonction de la série harmonique.

DI

b) o b o b o
100 200 ' 300 ' 400

Q.12

Déterminer si les séries suivantes sont des séries géométriques ;

si oui donner la valeur de a et la valeur de r.
1 1 1 1

478" 16
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9277 80 " 240
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Q.13

Pour chacune des séries géométriques suivantes, déterminer
la valeur de a et la valeur de r, déterminer si elle converge
ou diverge et donner, si c’est possible, la somme de la série.

j=1 j=3

o0 o0 3
b) (=2)"

2 ? L oy

oo ) _5k
C) Z Z (2k+)3

Q.14

Calculer la somme des séries suivantes.

23 1() ()]

4.4 Séries a termes positifs

Q.15

Déterminer, a ’aide du critere du terme général, si les séries
suivantes divergent ou si nous ne pouvons rien conclure sur
la convergence ou la divergence de la série.

a) i(unlrz) b)i";l

n=10 n=1

Q.16

Déterminer, a I’aide du critere de 'intégrale, si les séries
suivantes convergent ou divergent.

o0 o0

D> b Y

Py n*3 (bn+1)2



Q.17 Q.22

Déterminer si les séries de Riemann suivantes convergent ou  Déterminer, en indiquant le critére utilisé, si les séries sui-

divergent. vantes convergent (C) ou divergent (D).
1 1 1 — 1 > n
a) 1+ =+ =+~ +.. a — —
) 2 U3 Y4 ) ngl (n+1)2 8) —~ Inn
1 1 1 > n+7
b) 14+ -+ —+—+.. b)Y — > J/n
8727 64 = ) h) ; 215
o0 n —
c
Q.18 ) ; <2n+ 7) S eV
Déterminer, a I'aide du critere des polynomes, si les séries > ok i) Z—; vn
suivantes convergent ou divergent. d) Z o "=
k=1 o] eﬁ
) i arctann j) Z n
a —_ - n—
i’ +5b —~ (n?+1)3 oo

n=1

1 > 1
VLA R

Q.19 Q.23

Déterminer, & 1’aide du critere de d’Alembert, si les séries ~ Compléter le tableau suivant.
suivantes convergent ou divergent. Dans le cas ol le critere de
d’Alembert ne nous permettrait pas de tirer une conclusion,
utiliser un autre critere.

Calculs Conclusion
a effectuer

Critere du terme général
Série géométrique
Critere de I'intégrale

> 3n O 4 >, n! Sério do R
a 2 b ¢ = érie de Riemann
) ; n! ) ; 2n+3 ) " Critére de comparaison
Critere des polynomes
Critere de d’Alembert
Critere de Cauchy
Q.20

Déterminer, a l’aide du critere de Cauchy, si les séries sui-

vantes convergent ou divergent. Dans le cas ou le critere 4.5 Séries alternées, convergence absolue
de Cauchy ne nous permettrait pas de tirer une conclusion, et convergence conditionnelle

utiliser un autre critere.

Q.24

> ok ok Parmi les séries suivantes, déterminer celles qui sont
a) kk b) E 3 i) absolument convergentes;
k=1 k=5

%l

ii) convergentes;

iii) conditionnellement convergentes.

®  \k
Q.21 S kﬁ)

Déterminer, a I’aide du critere de comparaison, si les séries k=1
suivantes convergent ou divergent. (=) (3n2 + 4)
b) > 5
n=1
oo oo oo > (—1DF(3 4+ k?)
1 5k + 4 | 0y DB +E)
b _ 3
a)nZ::lrﬂ—i-E) )Z:lfﬂf?—l C);3n+n k=1 K




1 1 1 1 1

e) 1754»%7%4»%7%4»

4.6 Séries de puissances

Q.25

Déterminer, en utilisant le critere généralisé de d’Alembert,
Pintervalle I de convergence et le rayon r de convergence des
séries de puissances suivantes.

k oo

) Y KNz +5)*

=, (—a)*
b) > 4

=~
Il
=
=~
I
<

(3z + 4)*
k!

M2

e
Il
<

Q.26

Déterminer, en utilisant le critere généralisé de Cauchy, 'in-

tervalle I de convergence et le rayon r de convergence des b) f(z) =

séries de puissances suivantes.

. (x — 4)F
a)Z( Sk)

= (2x)F
Z(kk)

c)
k=0 k=3
oo T — k
b) > 3%z —5)* d) %
k=1 k=1

Q.27

Déterminer 'intervalle I de convergence et le rayon r de
convergence des séries de puissances suivantes.

a) 2(2%5) ) Y (32)F

k=0 k=4

= (z—1)* >, (3z)k—5

k=0 k=5

o (—2)* o (z—1)*
c) kZ:O %l 8) ;m
d) i xk h) . kxk

k=1 vk k=0 k2 +1

4.7 Séries de Taylor et de Maclaurin

Q.28

Développer les fonctions suivantes en série de Maclaurin a
partir de la définition et déterminer 'intervalle de conver-
gence.

a) f(x)=sinz c)
b) f(z) =sinmz d)

Q.29

Développer les fonctions suivantes en série de Taylor autour
de la valeur donnée a partir de la définition et déterminer
Iintervalle de convergence et le rayon de convergence.

a) f(x) =sinz, autour de x = 7

b) f(z) =sinz, autour de x = g

1
c) f(z) = —, autour de z = —1
x
d) f(z) =cosz, autour de z =7
e) f(x) = cosx, autour de x =

il
3

Q.30

Développer les fonctions suivantes en série de Maclaurin en
utilisant un développement connu et déterminer ’intervalle
de convergence.

d) f(z) =sin2z

et —1

T

e) fz) =

¢) f(x) =xsinx



Réponses aux exercices
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R.7
Bornée; b=1et B=4

10

Bornée inférieurement ; b = 3

b

)
)
c)
d)
) b=1letB=e
) Bornée; b=—1let B=1

e) Bornée;

f

R.8
a) Croissante ; monotone
b

Ni croissante ni décroissante

¢) Décroissante ; monotone

)

)

)
d) Croissante ; monotone

)

)

e) Ni croissante ni décroissante

f) Décroissante ; monotone

R.9

a) F; {(—
b) V

"}

Bornée supérieurement ; B = —2

Non bornée inférieurement et non bornée supérieurement
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R.12

1
a) Oui;azl,r:§

b) Non

d) Non

1
e) Oui;a=9,r=—

. . 10
: 32
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R.14
) b) oo 11
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R.15
1
a) lim (1 + 2) = 1; la série diverge.
n—oQ n
.oon+1 .
b) lim = 0; nous ne pouvons rien conclure.
n—oo M
R.16

>~ 7
a)/
4 $_3
o 1
b)/ ——dx =
3 (bx+1)2

R.17

TO7

dx = oo, donc la série diverge.

donc la série converge.

2

5

R.20
R.21

R.22

a) Polyndmes; C

b) D’Alembert ; C

¢) Cauchy; C

d) D’Alembert ou Géo; C
e) Intégrale; C

)

f) Comparaison; D

R.23 Laissé a I’étudiant.

R.24

a) i) abs. conv.
ii) conv.
iii) non condit. conv.
b) i) non abs. conv.
i) div.

iii) non condit. conv.

g) Terme général ; D
h) Comparaison; C

i) Intégrale; C
j) Terme général; D
)

k) Comparaison; C
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