


v/ La définition d’un vecteur géométrique.
v/ La somme de vecteurs et ses propriétés.
v/ La multiplication par un scalaire et ses propriétés.
v/ La définition d’un espace vectoriel.

v/ L’action des vecteurs sur les points.



V' Les «atomes» d’un espace vectoriel.

V' Une facon d’écrire les vecteurs qui simplifie les calculs.



- Quels sont la longueur et I’angle du vecteur

somme de ces deux vecteurs?

a’ = b* + ¢* — 2bccos A lo1 des cosinus

a=+/4+9—12cos(80°)  sinf  sin(80°)

— lo1 des sinus

2 a
k .
N , 2 S0°
J ¢ = arcsin ( Bind )>
a
hoa a = 150° — 6

150° 2

300 NGO )

angle alterne-interne



Hum... pas la joie!

Bon... on n'imagine meme pas faire ca dans ’espace!

Le cours d’aujourd’hu sert a mettre en place les outils nécessaires
pour rendre cette tache beaucoup plus simple.



Deéfinition: ' Une combinaison linéaire d’éléments
d’un espace vectoriel réel ) est
n’importe quelle expression de la forme:

CL1?71 -+ &2?72 —+ CL3273 -+ -+ CLn??n

oules a; € Retles U; € V.



Définition:

Un ensemble de vecteurs non nuls {271, Vo, .., Un}
d’un espace vectoriel ) est dit linéairement
indépendant si aucun d’entre eux n’est combinaison
linéaire des autres. Sinon, on dit qu’ils sont
linéarrement dépendants.



Les trois vecteurs suivants sont
linéairement dépendants car

=)

<



Veérifier s1 un ensemble de vecteurs est
linéarrement indépendant n’est pas une
mince affaire!

Le théoreme qui suit permet de faire cette
vérification beaucoup plus stmplement.



Théoreme:

Un ensemble de vecteurs {”Uly U2, ..., Un},
non nuls, est linéairement indépendant

<~

La seule combinaison linéaire de ces vecteurs
qui donne le vecteur nul est celle ou tous les
coethicients sont 0.

—

C.-a-d. (a1U1 + agUs + azvs + -+ -+ a,v, =0

— a1 =Q9g =-+=a, =0)



Preuve: (:>) Si{¥7, Vs, ..., Uy, }sont linéairement indépendants,

4 )

supposons qu’il existe une combinaison linéaire

D@m,vrgzut » a1V1 + ag¥s + ag¥s + - - - + an Uy = 6
I'mestrdawdd ca.

avec au moins un des a; 7 0, prenons a1 7 0

alf(_))l + CLQ’l_))Q + CL3?73 + - T anﬂ’n — a1?71 — ()

r—— ———

CL2?72 CL3773 T CLnf(_J)n — ;CL1771

—

1 — — —
<_a_) (agUs 4+ azUs + « -+ + anUy) = U1
1

as — as — Un, — —
() ()aes()oms
aq aq aq

Ce qui contredit I’hypothese que les vecteurs étaient
linéairement indépendants.



Preuve: (:>) Si{¥7, Vs, ..., Uy, }sont linéairement indépendants,

La seule combinaison linéaire qui donne le vecteur
nul est celle ou tous les coethicients sont 0.

&1271 + (12272 + (13?73 + -+ anﬁn — a1’171 =0 — (],1?71

(12?72 a3773 T Cl,nf(_fn — —CL1771

1 ﬁ H - .
<_a_) (az¥2 + agvz + -+ + apvy) = U1
1

as — as — Un, — —
() (s (s
a1 a1 a1

Ce qui contredit I’hypothese que les vecteurs étaient
linéairement indépendants.



Preuve (suite): (<=)

S1 la seule combinaison linéaire de ces vecteurs qui donne

le vecteur nul est celle ou tous les coethcients sont O,
p

supposons que les vecteurs {?71, ?72, Ceey 7771}

sont linéarrement dépendants. ‘\
-—

Il existe donc un vecteur qui est combinaison Clest fé
L, linverse de (;a.
linéaire des autres.

- Puisque 7, # 0,
V1 = A9V + A3V3 + *** + AnUy

au moins un des a; 7 0

0 = —v1 + ag¥s + asvs + -+ - 4+ a, Uy

Ce qui contredit ’hypothese que la seule combinaison
linéaire qu1 donne le vecteur nul est celle ou tous les
coethcients sont 0.



Preuve (suite): (<=)

S1 la seule combinaison linéaire de ces vecteurs qui donne
le vecteur nul est celle ou tous les coethcients sont O,

Les vecteurs {U71,U2,...,Up}

sont linéairement indépendants.

Il existe donc un vecteur qui est combinaison
linéaire des autres.

Puisque 7, # 0,

au moins un des a; 7 0

—

U1 :a2272+a3273+---+an27n
0 = —v1 + ag¥s + asvs + -+ - 4+ a, Uy

Ce qui contredit ’hypothese que la seule combinaison
linéaire qu1 donne le vecteur nul est celle ou tous les
coethcients sont 0.



Sur une droite

Tous les vecteurs sont linéairement dépendants
d’un vecteur ayant la méme direction que la droite.



Dans le plan

Au plus, deux vecteurs peuvent étre inéairement inde



Dans 'espace
Au plus, trois vectefirs peuvent étre linéairement indépendants.
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Faites les exercices suivants

p2O# 1,2et3



Définition:

Une base d’un espace vectoriel )/ est un ensemble
de vecteurs non nuls

S ={v1,02,...,0,}

linéarrement indépendants tel que tout
vecteur ¢ € )V peut s’écrire comme combinaison
linéaire d’éléments de S.



Le but d’une base est de pouvoir décrire tous les vecteurs
d’un espace vectoriel a ’aide d’un petit sous-ensemble de V.

LLa condition que ces vecteurs soient linéairement indépendants
assure que le sous-ensemble est le plus petit possible.

Une base d’un espace atfine est une base de son espace
vectorlel sous-jacent.



Définition: ' a dimension d’un espace vectoriel ) est le nombre
d’éléments d’une de ses bases. On note la

dimension de )/, dim(V).



Definition: ' Une base ordonnée d’un espace vectoriel ) est une
base de cet espace qu’on a mis dans un certain
ordre.

B = (v1,va,...,0Up)



Définition:

—

Soit B = (U1, Ua, ..., Uy), une base ordonnée

d’un espace vectoriel V) et soit & € V' un vecteur de
cet espace. On a

U = a1v1 + ag¥s + azvs + - -+ 4+ a, Uy,

Les composantes de ¢ selon la base /3 sont

(ala az,as, ..., an)B

Et on écrit alors 4 = (a1, a2, a3, ...,0,)R



IS



Theoreme: Soitu € Vet B= (U7,0s,...,0,), une base
ordonnée de V. Les composantes de U dans la base

B sont uniques.



Preuve: Supposons qu’on ait deux écritures pour ,
= 101 + a2U2 + a3¥s + - - - 4+ an Uy

U = b1U1 + bava + b3U3 + - - - + by Uy,

S
|

6 — (&1 — bl)”l_fl + (CLQ — 52)272 -+ (CLg — b3)173 + . T (an — bn)”un

Mais puisque /3 est une base, ces vecteurs sont linéairement
independants et donc, par le dernier théoreme, on a que

(&1-[)1)2(ag—bg):(Cbg—bg):"':(&n—bn)zo
d’ou CLi:bZ’

Donc, les deux écritures étaient les mémes.



rollaire: a7

v = (b1,b2,b3,...,b,)5, deux vecteurs écrits

dans la méme base. Alors
. U= U < a;=0b;, pour 1 =12, ....n
Proposition mathématique ou Togique P P
qui se déduit immédiatement d’une
proposition qui vient d’étre démontrée.



Soit B = (v1,72,...,U,) unebasede ),

~ N c)V et keR
w:(bl,bg,...,bn)g

Multiplication par un scalaire
ki = k(a101 + agth + - -+ + a, Up)
= k(a191) + k(ax®2) + -+ - + k(an¥y,)
= (ka1)v1 + (kag)Us + - - - + (kay )y,

Donc  ku = (kaq, kao, ..., ka,)s



Somme de vecteurs

0= (ai,as,...,an)5 W= (b1,b2,...,bn)5

U + W (@171 + a2 + - -+ + an¥p) + (b1U1 + bata + - - - + by Ui,

— CL1?71 + b1?71 —+ 0@172 —+ b2'l72 + -+ anﬂ’n + bnﬁn

(a1 + b1)U1 + (a2 + b2)Us + - - - + (an + bn)Up

—

Donc U+ w = (a1 +b1,a2 +ba,...,an + by)5

(’a ’air un peu trop arrang¢ avec le gars des vues!



Multiplication par un scalaire

k(ai,asz,...,an)8 = (kai,kas, ..., ka,)s

Somme de vecteurs

(a17a27 . '7an)l5’ + (b17b27 - °7bn)l5’

— (afl+b17a2+b27'°'7a’n+bn)8






Faites les exercices suivants

p.26 #4 26



-\

V' Les ensembles de vecteurs linéairement indépendants.
v/ Une base d’un espace vectoriel.

v/ La dimension d’un espace vectoriel.

v/ Les composantes d’un vecteur par rapport a une base

ordonnée.






