


v/ Le déterminant en dimension 3.

V' Le calcul d’un volume a ’aide du déterminant.

v/ Lafacon de résoudre un systeme d’équations
linéaires a trois équations et a trois inconnues a

’aide de la regle de Cramer.



Pt

v/ Lafacon de trouver un vecteur dans ’espace
qui est sitmultanément perpendiculaire a deux
autres.

v/ La définition du produit vectoriel.

v/ La définition du produit mixte.



(uestion:

Etant donné deux vecteurs dans I’espace, comment
en trouver un qui soit simultanément perpendiculaire
aux deux autres?




Réponse géomeétrique:
|

Hum... y en a trop!




Réponse algébrique:

Celle qui vient le plus naturellement!

Soit U = (ul,u2,u3) ct U = (Ul,vg,vg).

On cherche w = (x,y,2) telleque W1l u et &1 v,
cest-a-dire w-u=0 et w-v=0.

UL + Uy +— U3 2 = 0 V1ULX T UV1UY — V1U3R — 0
M+ vy + v3z =0 - luivie + uivey + ujvgz =0

’UW — /{1:13 + ViUuy — U1V2Y + viu3z2 — ujvzz = 0

(Viug — u1v2)y + (viug — uivg)z = 0

réponse facile: z = Yy = —( )

6



Yy — —(U1u3 — Usul) Z = (vlug — vgul)

Maintenant, 1l ne reste plus qu’a trouver x.

urx + uoy +ugz =0 Voul T + + vouzz = 0

vx + voy +v3z =0 U V1 X Usv32z = 0

(vou1 — usv1)x + (Voug — usvz)z =0

mais \

(vour — ugvy) = —(V1U2 — VoU) = —2

d’ou
(—2)x + (vaug — ugvz)z = 0

donc, x = (vouz — v3uU2)



En résumant,

Bizarrement, on peut réécrire ceci en termes de déterminants.

y=—

O B
—|UV2 U3 - U1 U3 =11 (95)
— 1 — —|— k — (N] (95) U3
Uz U3 U3 us Uy U2
u; U2 U3

Ce qui motive la définition suivante.



Défimition: | Soit 7, % € R? et ¥ = (vq, va, v3), 4 = (u1, Uz, us3).
Le produit vectoriel de deux vecteurs est 'opération
interne définie comme suit:

7k
VAU = V1 Vo2 Vs
U1 U9 U3

On a dé¢ja

veérihié que






Faites les exercices suivants

p. 113, # let3



PVI.

PV?2.

PV3.

PV4.

PVD.
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Les quatre premieres découlent directement des propriétes des

SO =y

O =y

o O

_— O S

S O

O = S

oSO FY

— O R

— O R

déterminants.

= (0 — O - (0 =0) + k(1 —0) =k

—

[/

1(0—0)—7(1—0)+k(0—0)=—j

Le sens de w A v suit la
regle de la main droite.

—

—{(1-0)—Jj(0—0)+k(0—0) =1



(non commutatif)

(ant1 commutatif)

l
2
o




Calculons sa norme.

Hum... pas tacile!

Commencons par vérifier I'identité suivante:

@ AT + (- 0)° = ||a]|*||7]]°
i ]k
uNv= a b c¢| = ((bf—ce),—(af—cd),(ae—bd))
d e f




[ A 37 + (i 5)? =

= (bf —ce)® + (af — cd)® + (ae — bd)* + (ad + be + cf)*

— (bf)2 — 2D%ce + (ce)? + (af)? — 20 ed + (cd)? + (ae) —zkibcw (bd)?
+(ad)? + (be)” + (cf) +2a&Qe+2 cf + 2becf

= (bf)" + (ce)” + (af)” + (cd)” + (ae)” + (bd)" +(ad)® + (be)® + (cf)?

= ((ad)” + (ae)” + (af)?) + ((bd)” + (be)* + (bf)") + ((cd)” + (ce)” + (cf)?)

—&2(d2+€2—|—f2)—|—b2(d2—|—€2—|—f2)—|—c2(d2—|—62—|—f2)

= (" +b"+ ) (d" + e + f7) = [|lu]*||v]|°




Donc, on a bien HU/\’(THZ-I—(U'@Z = Hﬁ|‘2H?7H2

o @ AT\ ° -7 \°
d’ou on tire —— + —— =1
||| |||

— — 2
(TAVANKY,
Mais <| H) (cos0)” =1

|l ]

— — 2
/\
<Hu UH) — 1 —cos® 6 = sin? 0

][9]
| A G]|* = ||| *]|0]]* sin® 6

|a A || = [l 0] sin 0



|a A ]| = [|al[||v] sin 6

= base X hauteur = aire du parallé¢logramme




Faites les exercices suivants

p. 113, # 5 etb.



"y
bl
LR
Ty
L]
B LA

g
—-—
L
L4
K

L
L
L
L
K
L
&
L4
L
L
L4
K4
”
L
&
*
4
R4
L4
4
L4
*
-5
*
*
—_

| LI ]| sin

LAF



Théoreme:

oo o 3
Soit U et U, deux vecteurs non nuls de R} alors

— —

0|7 < dAnT=0

Preuve: (=) Si 4| ¥,alors & = kv

. ]k i
etdonc, UAvU=|ka kb kc|=k|a
a b c a

(<) Si @Ad=0,
|7 A U|| = ||u]|||v]] sinf = 0 mais

donc, ||u|| # 0 et ||¥]| # O,

dou sinf=0 etfd=0,r.

2

S O

QO &N

Sl



Faites les exercices suivants

p. 113, #2.
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Le produit mixte est: (f[[ A 17) -0 7& u N (?7- u_f)

vecteur Pas de sens!
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(U A D) - W
Us U3 |
B Vo U3
Us U3
- U2 U3
w2
w1
Uy U2
) U1 (%)

- E wg)
Z ] ) (w17 wa,
us
(95,
Uq
U1 V2 U3
3 Uy U2
o 121;3 U1 U2
_ o
Uq
o T W3 U1
e U1 U3
" w - (U A V)
Uz | —
U3
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On a directement que le produit mixte nous donne:

w1 W2 W3
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Faites les exercices suivants

p. 113, #1244
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~

V' Le produit vectoriel.
v/ La norme du produit vectoriel qui est
’aire du parallélogramme.

V' Le produit mixte.
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@Y . 115,418
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