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v/ Le déterminant en dimension 3.

V' Le calcul d’un volume a ’aide du déterminant.

v/ Lafacon de résoudre un systeme d’équations
linéaires a trois équations et a trois inconnues a

’aide de la regle de Cramer.






—

v/ Lafacon de trouver un vecteur dans ’espace
qui est sitmultanément perpendiculaire a deux

autres.



P

v/ Lafacon de trouver un vecteur dans ’espace
qui est sitmultanément perpendiculaire a deux
autres.

v/ La définition du produit vectoriel.



Pt

v/ Lafacon de trouver un vecteur dans ’espace
qui est sitmultanément perpendiculaire a deux
autres.

v/ La définition du produit vectoriel.

v/ La définition du produit mixte.
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(uestion:

Etant donné deux vecteurs dans I’espace, comment
en trouver un qui soit simultanément perpendiculaire
aux deux autres?
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Hum... y en a trop!
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Y = —(’U1u3 — ’Usul) Z = (vlug — vgul)
Maintenant, 1l ne reste plus qu’a trpuver x.
urx + uoy +ugz =0 Vo1 X +Hvougy + vougzz = 0

M + vy +v3z =0 UoV1T/+ UsV2Y + Usv32 = (0

(vou1 — usv1)x + (Voug — usvz)z =0

mais \

(vour — ugvy) = —(V1U2 — VoU) = —2

d’ou
(—2)x + (vaug — ugvz)z = 0

donc, x = (vouz — v3uU2)
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En résumant,
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En résumant,
v = Uaus —v3wa) y= —(viuz —vsui) 2z = (viug — vau1)
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En résumant,

v = (UUs=03U3) y = —(vius — v3u1)

z = (ViU — VaUq )

Bizarrement, on peut réécrire ceci en termes de déterminants.
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En résumant,
= —(nug = wgur) =z = (viug — vaus)

Bizarrement, on peut réécrire ceci en termes de déterminants.
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En résumant,

2z = (v1ugy — VaUq)

Bizarrement, on peut réécrire ceci en termes de déterminants.
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En résumant,

Bizarrement, on peut réécrire ceci en termes de déterminants.

y=—

O B
>|V2 U3 2|U1 U3 ~ U1 U2
— 9 — —|— k — (N] (95) U3
U2 U3 U3 us Uy U9
U3 U2 U3



En résumant,

Bizarrement, on peut réécrire ceci en termes de déterminants.

y=—

O B
—|UV2 U3 - U1 U3 =11 (95)
— 1 — —|— k — (N] (95) U3
Uz U3 U3 us Uy U2
u; U2 U3

Ce qui motive la définition suivante.
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Les quatre premieres découlent directement des propriétes des
déterminants.



N.l

Les quatre premieres découlent directement des propriétes des
déterminants.

— O o
o O Y

>
.|
|
O = S




N.l

Les quatre premieres découlent directement des propriétes des
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Les quatre premieres découlent directement des propriétes des
déterminants.
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— —

((0—0)—7(1—0)+k(0—0) = —j

— O R
|

-l
>
2l
|
O =y
S O

~.|

>

2l

|
o O
O = S
_— O R




Les quatre premieres découlent directement des propriétes des
déterminants.

i(0—0)—j(0—0)+k(1—0)=Fk

S O T
|

-]
>
~.|
|
SO =y
— O o

— —

((0—0)—7(1—0)+k(0—0) = —j

— O R
|

-l
>
2l
|
O =y
S O

—i(1—0) — j(0 — 0) + k(0 — 0)

— O R

~.]
>
Sl
|
O O .
O =




Les quatre premieres découlent directement des propriétes des
déterminants.

i(0—0)—j(0—0)+k(1—0)=Fk

S O T
|

-]
>
~.|
|
SO =y
— O o

— —

((0—0)—7(1—0)+k(0—0) = —j

— O R
|

-l
>
2l
|
O =y
S O

—

— (1 —0)—j(0—0)+k(0—0) =

— O R

~.]
>
Sl
|
O O .
O =




Les quatre premieres découlent directement des propriétes des

déterminants.

A A .

iNj =11 0 0 =k
O 1 O

i gk

tANk=11 0 0 2—5
0 0 1

SR A A )

IANk=10 1 0 =1
0 0 1




Les quatre premieres découlent directement des propriétes des

déterminants.
. . . A
U A ~
iNj=11 0 0 i - =k
0 1 0 J
L. i
I A }
i ANk=11 0 O — —J
0 0 1

~.|

>

2l

|
o O
O = S
_— O R

|

-]




Les quatre premieres découlent directement des propriétes des

déterminants.
. . . A
Lo |t Ik )
Z/\]Zl O 0 E — =k
0 1 0 J
oL i
R O A }
tANk=11 0 0 = —
0 0 1

Le sens de w A v suit la
regle de la main droite.

~.|

>

2l

|
o O
O = S
_ O &

|

-]
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UNUFUNU (non commutatif)



UNUFUNU (non commutatif)

Car u NU=—UAu (anti commutatif)



(non commutatif)

(ant1 commutatif)

(non associatif)



(non commutatif)

(ant1 commutatif)

(non associatif)



(non commutatif)

(ant1 commutatif)

(non associatif)

2

A

~



(non commutatif)

(ant1 commutatif)

(non associatif)

2

A

~



UNUFUAU (non commutatif)

Car u NU=—UAu (anti commutatif)

)AW # UN (U W) (non associatif)

A

2
o

.



(non commutatif)

(ant1 commutatif)

(non associatif)

2

A

~



(non commutatif)

(ant1 commutatif)

(non associatif)

2

A

~



UNUFUAU (non commutatif)

(ant1 commutatif)

2
o




(non commutatif)

(ant1 commutatif)

l
2
o




Calculons sa norme.



Calculons sa norme.

Hum... pas tacile!



Calculons sa norme.

Hum... pas facile!

Commencons par vérifier I'identité suivante:



Calculons sa norme.

Hum... pas facile!
Commencons par vérifier I'identité suivante:

Ji@ AGI1° + (@ 9)° = [l 9]



Calculons sa norme.

Hum... pas facile!
Commencons par vérifier I'identité suivante:

Ji@ AGI1° + (@ 9)° = [l 9]

]

>

]

|
QR >
QA S
~ O



Calculons sa norme.

Hum... pas facile!
Commencons par vérifier I'identité suivante:

Ji@ AGI1° + (@ 9)° = [l 9]

— ((bf_Ce)v_(af_Cd)v(ae_bd))

]

>

]

|
QR >
QA S
~ O



Calculons sa norme.

Hum... pas tacile!

Commencons par vérifier I'identité suivante:

@ AT + (- 0)° = ||a]|*||7]]°
i ]k
uNv= a b c¢| = ((bf—ce),—(af—cd),(ae—bd))
d e f







Hﬁ/\UHQ—I-(ﬁ-fU

_,) 2



[T AU+ (T D) =

= (bf —ce)? + (af — cd)* + (ae — bd)* + (ad + be + cf)?



|@ A T))° + (d-0)° =
= (bf —ce)? + (af — cd)* + (ae — bd)* + (ad + be + cf)?

= (bf)? — 2bfce + (ce)* + (af)* — 2afcd + (cd)? + (ae)® — 2aebd + (bd)?

+(ad)? + (be)* + (cf)* + 2adbe + 2adcf + 2becf



|@ A T))° + (d-0)° =
= (bf —ce)? + (af — cd)* + (ae — bd)* + (ad + be + cf)?

— (bf)? — 2%6 + (ce)? + (af)? — 2afed + (cd)? + (ae)? — 2aebd + (bd)?

+(ad)?® + (be)* + (cf)* + 2adbe + 2adcf + 2becf



@A) + (4 - 7)? =
= (bf —ce)? + (af — cd)* + (ae — bd)* + (ad + be + cf)?
= (bf)? — 2b¥ce + (ce)* + (af)* — 2a¥cd + (cd)? + (ae)? — 2aebd + (bd)?

+(ad)?® + (be)* + (cf)* + 2adbe + 2adcf + 2becf



| AT+ (- 0)? =
= (bf —ce)® + (af — cd)* + (ae — bd)* + (ad + be + cf)?

= (bf)? — 2b¥ce + (ce)* + (af)? — 2afcd + (cd)? + (ae) —%ﬁbcﬂr (bd)?
+ad)? + (be)? + (cf)? +2a&Qe+2 of + Dbecf



[ A 37 + (i 7)? =

= (bf —ce)® + (af — cd)® + (ae — bd)* + (ad + be + cf)*

— (bf)2 — 2D%ce + (ce)? + (af)? — 20 ed + (cd)? + (ae) —2}@% (bd)?
+(ad)? + (be)” + (cf) +2a§Qe+2 cf + 2becf

= (bf)" + (ce)” + (af)” + (cd)” + (ae)” + (bd)" +(ad)® + (be)® + (cf)?



[ A 37 + (i 7)? =

= (bf —ce)® + (af — cd)® + (ae — bd)* + (ad + be + cf)*

— (bf)2 — 2D%ce + (ce)? + (af)? — 20 ed + (cd)? + (ae) —2}@% (bd)?
+(ad)? + (be)” + (cf) +2a&Qe+2 cf + 2becf

= (bf)" + (ce)” + (af)” + (cd)” + (ae)” + (bd)" +(ad)® + (be)® + (cf)?

= ((ad)” + (ae)” + (af)?) + ((bd)” + (be)* + (bf)") + ((cd)” + (ce)” + (cf)?)



[ A 37 + (i 7)? =

= (bf —ce)® + (af — cd)® + (ae — bd)* + (ad + be + cf)*

— (bf)2 — 2D%ce + (ce)? + (af)? — 20 ed + (cd)? + (ae) —zkibcw (bd)?
+(ad)? + (be)” + (cf) +2a&Qe+2 cf + 2becf

= (bf)" + (ce)” + (af)” + (cd)” + (ae)” + (bd)" +(ad)® + (be)® + (cf)?

= ((ad)” + (ae)” + (af)?) + ((bd)” + (be)* + (bf)") + ((cd)” + (ce)” + (cf)?)

—&2(d2—|—€2—|—f2)—|—b2(d2—|—62—|—f2)—|—c2(d2—|—62—|—f2)



[ A 37 + (i 7)? =

= (bf —ce)® + (af — cd)® + (ae — bd)* + (ad + be + cf)*

— (bf)2 — 2D%ce + (ce)? + (af)? — 20 ed + (cd)? + (ae) —zkibcw (bd)?
+(ad)? + (be)” + (cf) +2a&Qe+2 cf + 2becf

= (bf)" + (ce)” + (af)” + (cd)” + (ae)” + (bd)" +(ad)® + (be)® + (cf)?

= ((ad)” + (ae)” + (af)?) + ((bd)” + (be)* + (bf)") + ((cd)” + (ce)” + (cf)?)

—&2(d2—|—€2—|—f2)—|—b2(d2—|—€2—|—f2)—|—c2(d2—|—62—|—f2)

_ (CL2 b2 62)(d2 e2 f2)




[ A 37 + (i 5)? =

= (bf —ce)® + (af — cd)® + (ae — bd)* + (ad + be + cf)*

— (bf)2 — 2D%ce + (ce)? + (af)? — 20 ed + (cd)? + (ae) —zkibcw (bd)?
+(ad)? + (be)” + (cf) +2a&Qe+2 cf + 2becf

= (bf)" + (ce)” + (af)” + (cd)” + (ae)” + (bd)" +(ad)® + (be)® + (cf)?

= ((ad)” + (ae)” + (af)?) + ((bd)” + (be)* + (bf)") + ((cd)” + (ce)” + (cf)?)

—&2(d2+€2—|—f2)—|—b2(d2—|—€2—|—f2)—|—c2(d2—|—62—|—f2)

= (" +b"+ ) (d" + e + f7) = [|lu]*||v]|°







Donc, on a bien



Donc, on a bien HU/\’(THZ-I—(U'@Z = Hﬁ|‘2H?7H2



Donc, on a bien HU/\’(THZ-I—(U'@Z = Hﬁ|‘2H?7H2

d’ou on tire



Donc, on a bien HU/\’(THZ-I—(U'@Z = Hﬁ|‘2H?7H2

o @ AT\ ° -7 \°
d’ou on tire —— + —— =1
||| |||




Donc, on a bien @ A T2+ (G- 0)% = ||a])*||7]°
NG N
A .
d’ou on tire (hi fi”) + ( Q_{J fU_} ) — 1
][9] ][9]

Maais




Donc, on a bien HU/\’(THZ-I—(U'@Z = Hﬁ|‘2H?7H2

o @ AT\ ° -7 \°
d’ou on tire —— + —— =1
||| |||

— — 2
(TAVANKY,
Mais <| H) (cos0)” =1

|l ]




Donc, on a bien HU/\’(THZ-I—(U'@Z = Hﬁ|‘2H?7H2

o @ AT\ ° -7 \°
d’ou on tire —— + —— =1
||| |||

— — 2
(TAVANKY,
Mais <| H) (cos0)” =1

|l ]

— — 2
/\
<Hu UH) — 1 —cos® 6 = sin? 0

][9]



Donc, on a bien HU/\’(THZ-I—(U'@Z = Hﬁ|‘2H?7H2

o @ AT\ ° -7 \°
d’ou on tire —— + —— =1
||| |||

— — 2
(TAVANKY,
Mais <| H) (cos0)” =1

|l ]

— — 2
/\
<Hu UH) — 1 —cos® 6 = sin? 0

][9]

| A G]|* = ||| *]|0]]* sin® 6



Donc, on a bien HU/\’(THZ-I—(U'@Z = Hﬁ|‘2H?7H2

o @ AT\ ° -7 \°
d’ou on tire —— + —— =1
||| |||

— — 2
(TAVANKY,
Mais <| H) (cos0)” =1

|l ]

— — 2
/\
<Hu UH) — 1 —cos® 6 = sin? 0

][9]
| A G]|* = ||| *]|0]]* sin® 6

|a A || = [l 0] sin 0



|






S



I3

18



DN
|a A ]| = [|al[||v] sin

S



DN
|a A ]| = [|al[||v] sin

S



|a A ]| = [|al[||v] sin 6

— base X hauteur

S



|a A ]| = [|al[||v] sin 6

— base X hauteur




|a A ]| = [|al[||v] sin 6

= base X hauteur = aire du parallé¢logramme




Faites les exercices suivants

p. 113, # 5 etb.
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20



20



20



20



20
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| . — — 3
Soit U et U, deux vecteurs non nuls de R} alors

2



. — — 3
Soit U et U, deux vecteurs non nuls de R} alors

0|7 <= uAv=0

2



Théoreme:

. — — 3
Soit U et U, deux vecteurs non nuls de R} alors
u||v <= uANv=0

Preuve:

2



Théoreme:

. — — 3
Soit U et U, deux vecteurs non nuls de R} alors
u||v <= uANv=0

Preuve: (:>)

2



Théoreme:

. — — 3
Soit U et U, deux vecteurs non nuls de R} alors
u||v <= uANv=0

Preuve: (=) Si 4| ¢

2



Théoreme:

. — — 3
Soit U et U, deux vecteurs non nuls de R} alors

Preuve: (=) Si 4| ¥,alors & = kv

2



Théoreme:

. — — 3
Soit U et U, deux vecteurs non nuls de R} alors
u||v <= uANv=0

Preuve: (=) Si 4| ¥,alors & = kv

T 7k
etdonc, UuAUV=|ka kb kc
a b ¢

2



Théoreme:

. — — 3
Soit U et U, deux vecteurs non nuls de R} alors

Preuve: (:>)

et donc,

| ¥, alors ©w = kv

—

IANT=0

—

—

T 7k
ka kb kc
a b c

2

S O
o O I

@@@.l




Théoreme:

. — — 3
Soit U et U, deux vecteurs non nuls de R} alors

Preuve: (:>)

et donc,

| ¥, alors ©w = kv

—

IANT=0

—

—

T 7k
ka kb kc
a b c

2

S O
o O I

@@@.l

<l



Théoreme:

. — — 3
Soit U et U, deux vecteurs non nuls de R} alors

Preuve: (:>)

—

U

—

U

<

IANT=0

Si 4| U,alors © = kv

—

—

—

T 7k
etdonc, UuAUV=|ka kb kc

a b c
(<) Si @Ad=0,

2

=k

@@@.l

S O

QO &N

<l



Théoreme:

. — — 3
Soit U et U, deux vecteurs non nuls de R} alors

—

u |

Preuve: (:>)

et donc, U A

|a A ]| = ||a][[v]] sin 6 = 0

—

U

<

—

IANT=0

—

—

T 7k
U= \ka kb kc

a b c
i =0,

Si 4| U,alors © = kv

=k

@@@.l

S O

QO &N

<l



Théoreme:

. — — 3
Soit U et U, deux vecteurs non nuls de R} alors

—

u |

Preuve: (:>)

et donc, U A

—

U

<

—

IANT=0

—

—

T 7k
U= \ka kb kc

a b c
i =0,

Si 4| U,alors © = kv

=k

@@@.l

|@ AT = ||@]|||7] sinf = 0 mais

S O

QO &N

<l



Théoreme:

oo o 3
Soit U et U, deux vecteurs non nuls de R} alors

—

u |

Preuve: (:>)

et donc, U A

—

U

<

—

IANT=0

—

—

T 7k
U= \ka kb kc

a b c
i =0,

Si 4| U,alors © = kv

=k

@@@.l

|@ AT = ||@]|||7] sinf = 0 mais

S O

QO &N

<l



Théoreme:

oo o 3
Soit U et U, deux vecteurs non nuls de R} alors

— —

Preuve: (:>)

etdonc, UAU =

(<) Si 4N =
|u AUl = [

—

donc, Hu

ul|v <=

—

IANT=0

—

—

T 7k
ka kb kc
a b c
0,

Si 4| U,alors © = kv

=k

@@@.l

vl sinf =0 mais

# 0 et

|9 # O,

S O

QO &N

Sl



Théoreme:

oo o 3
Soit U et U, deux vecteurs non nuls de R} alors

— —

Preuve: (:>)

etdonc, UAU =

(<) Si 4N =
|u AUl = [

—

donc, Hu

ul|v <=

—

IANT=0

—

—

T 7k
ka kb kc
a b c
0,

Si 4| U,alors © = kv

=k

@@@.l

vl sinf =0 mais

# 0 et

dou sinf =0

|9 # O,

S O

QO &N

Sl



Théoreme:

oo o 3
Soit U et U, deux vecteurs non nuls de R} alors

— —

0|7 < dAnT=0

Preuve: (=) Si 4| ¥,alors & = kv

. ]k i
etdonc, UAvU=|ka kb kc|=k|a
a b c a

(<) Si @Ad=0,
|7 A U|| = ||u]|||v]] sinf = 0 mais

donc, ||u|| # 0 et ||¥]| # O,

dou sinf=0 etfd=0,r.

2

S O

QO &N

Sl



Faites les exercices suivants

p. 113, #2.

22



23



Le produit mixte est:

23



Le prodwit mixte est: (¢ A ¥) - W

23



Le produit mixte est: (f[[ A 17)

vecteur

23



Le produit mixte est: (¢ A ) -

vecteur

23



Le produit mixte est:

vecteur

23



Le prodwit mixte est: (¢ A ¥) - W 4+ UN (V- w

vecteur

23



Le produit mixte est: (f[[ A 17) -0 7& u N (?7- u_f)

vecteur Pas de sens!

23



24



2y

us

24

) (w17 wa, UJ3)



24

) (w17 wa, UJ3)

) (w17 wa, U]g)




24

’ (w17 wa, UJ3)

) (w17 wa, U]g)




(U A D) - W
Us U3 |
B Vo U3
Us U3
- U2 U3
w2
w1
Uy U2
) U1 (%)

Ul Uz U3
U1 V2 U3

Uy us |
B U1 U3

Uy us

- U1 U3
w3

us

U3

24




(U A D) - W
Us U3 |
B Vo U3
Us U3
- U2 U3
w2
w1
Uy U2
) U1 (%)

- E wg)
Z ] ) (w17 wa,
us
(95,
Uq
U1 V2 U3
3 Uy U2
o 121;3 U1 U2
_ o
Uq
o T W3 U1
e U1 U3
" w - (U A V)
Uz | —
U3

24




On a directement que le produit mixte nous donne:

25



On a directement que le produit mixte nous donne:

w1 W2 W3

25



On a directement que le produit mixte nous donne:

w1 Wo W3

Le volume orienté du parallélépipede engendré par

25



On a directement que le produit mixte nous donne:

w1 W2 W3

25



Faites les exercices suivants

p. 113, #1244

26



27



V' Le produit vectoriel.

27



T ——————
~

V' Le produit vectoriel.
v/ La norme du produit vectoriel qui est

’aire du parallélogramme.

27



~

V' Le produit vectoriel.
v/ La norme du produit vectoriel qui est
’aire du parallélogramme.

V' Le produit mixte.

27



@Y . 115,418
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