


V' L’inverse d’une matrice.
V' Quelques théorémes qui encadrent son existence.
V' Les matrices élémentaires.

v/ L’algorithme de Gauss pour trouver I'inverse.



Cal

V' Le déterminant d’une matrice carrée.
V' Les propriétés du déterminant.
v/ La matrice adjointe.

v/ Le calcul de I'inverse a I’aide de la matrice adjointe.



Deéfimtion W Soit A, une matrice carrée, le mineur de la :-ieme
ligne et de la j-1eme colonne, noté A;; est la sous-
matrice de A obtenue en y enlevant la -ieme ligne
et la j-1eme colonne.




Deéfimition ' Soit A, une matrice carrée n x n, le déterminant
de A, noté det(A), est défini de maniére récursive
comme suit:

S1n =1 det(A) —= a11

On fixe une ligne ...

Sin>1 det(A) = Z(—l)i%k)
k=1

n

TR
k=1

ou une colonne.



det(A) = Cblldet(All) —algdet(Alg) +a13det(A13)
— ... +H(=D'""ay,det(Aq,)

— —andet(Am) —|—CL22det(A22) —0,32det(A32)

o (1) 2a,0det (A )
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2) Si A a une ligne ou une colonne de zéros, alors

det A =0

en développant selon cette ligne de zéros.



3) Si Best obtenue de A en multipliant une ligne
(ou colonne) par une constante, alors

det B = kdet A
/a11 a2 a1z ... aln\ /CL11 a2 a13 &1n\
a1 Q22 Qa23 ... Q2p kas1 kaos kass ... kason
az; ds2 ds3 A1n B=| %1 432  a33 A1n
\&nl An2 QAaAnp3 a'rm/ \anl Un2 An3 ann)
T
det B = (—1)2+Tka/2r det(AZT)
r=1

— kZ(—l)erragr det(AQT) — kdet A

r=1



4) S1 A a deux lignes ou deux
colonnes identique, alors det A = 0

Si A est une matrice 2 x 2 alors det A = (0

a b
a b

car

—ab—ab =0

S1 A est de format n x n avec n > 2, on peut développer le
déterminant en ne développant jamais avec les deux lignes
(deux colonnes) identiques.

Le résultat sera une (potentiellement tres grosse) somme de
déterminants 2 x 2 avec deux lignes (ou deux colonnes) identiques.

Donc, une grosse somme de zéros!



5)  Si B est obtenue de A en ajoutant un multiple d’une
ligne (ou colonne) a une autre, alors

det A = det B
aip Gai12 ais aln\
as; G22 Q23 A2n
A =] a1 asz2 ass a3n
An1 GAn2 0anp3 ann/
/ ail ai2 ai3 Ain
aai a2 a23 A2n
B — | @31+ Fkain azx + kais  azz + kais azn + kayy




det B = Z 3+T (azr + kaq,) det(As,)

— Z(—l)ngTagr det(Agr) + Z(—l)fﬂ_rkalr det(AS’r')

r=1

=det A+ kY (=1)*""ay, det(As,)
r=1

— det A +0



det B = | @31+ kau

aip ai9
az1 a29
— | a3z1 Q32
Un1 An2
= det A + k&

a,lg e o o a/]_n

a,23 e o o a2n
ass + kais ... as, + kai,
a1 a2 ais A1n
a21 a22 a23 A2n
kai1  kaia kaps kaiy,
n1 A pn,2 an3 Ann

A1n — det A -+ ]{(O) = det A




6)  SiB est obtenue de A en interchangeant
deux lignes ou deux colonnes, alors

det A = —det B
Si A est une matrice 2 x 2, alors det A = —det B

car a b | _ _ _ _ _ c d
o =ad —bc = —(bc—ad) = -

S1 A est de format n x n avec n > 2, on peut développer le
déterminant en ne développant jamais avec les deux lignes
(ou deux colonnes) interchangées.

Le résultat sera une (potentiellement tres grosse) somme de
déterminants 2 x 2 .

S1 on Iinterchange leurs deux lignes et qu’on met les -1 en évidence,
on obtient — det B.



Soit A ;une matrice triangulaire supérieure (ou
i inférieure), alors le déterminant de A est le produit
des eléments de sa diagonale principale.

det A = ﬁ A4
1=1

En développant selon la premiere colonne.

+0+--+0

mn
= 11022033 ...0App = Haii
1=1



Faites les exercices suirvants

p. 225, # 1.



Proposition @ det(kA,x,)
kai1 ka2 kais kain
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Proposition | det(AB) = (det A)(det B)

Une preuve directe de cect n’est pas particulierement amusante!

Mauis,
s1 on passe par les matrices ¢lémentaires... c’est plus beaucoup
plus sympathique!
Lemme: S1 K est une matrice ¢lémentaire, alors

det(EA) = (det E)(det A)

Il y a trois types de matrices ¢lémentaires, donc trois cas a vérifier.



<Type LiHLj> > det E = —detl = —1

det(EA) = —det A = (—-1)detA — (det E)(det A)

(Type LizkLi ) qetE =k

Car E est diagonale, donc det EE est le produit de sa diagonale.

det(EA) =kdet A = (detE)(det A)

Car E est triangulaire, donc det E est le produit de sa diagonale.

det(EA) =det A = (detE)(det A)



Théoreme detA #£0 < A~1

Preuve:  On peut écrire A = E{Es...E,R avec A ~ R

det A = det(E1E> ... E,R) = det(E;) det(E> ... E,R)

= det(Eq) det(Es) .. .det(E,, ) det(R)

#+ 0
Si R#1, alors det R =0,

car la derniere ligne de R est une ligne de zéros,

et donc, det A = 0.



En fait, on peut reformuler le dernier théoreme comme suait:

det A#0 <= A estinversible

Lt cet énoncé peut peut faire gagner bien du temps!

Car calculer un déterminant, c’est pas mal plus court
que de trouver un nverse!



Preuve: det(AB) = (det A)(det B)

Sidet A #0, alors A=E{Es... E,I
det(AB) — det(ElEQ c . EnIB)
= det(E;) det(Es) .. .det(E,) det(IB)

= det(E;) det(Es) ... det(E, ) det(B)
= det(E1 E E, ) det(B)
= det(A) det( )



Si det A = 0, reste a voir que det(AB) =0,
auquel cas, on n’aura que det(AB) = (det A)(det B)

mais AB = E1E2 “ .. EnRB
ct det(AB) — det(E1E2 e En) det(RB)

mais det(RB) =0
car la derniere ligne deR est une ligne de zéros,

et donc, la derniere ligne de RB aussi.



B 1
~ det(A)

Proposition det(A~ 1 )

Preuve: detI = det(AA™!) =det(A)det(A™!) =1

Proposition det(A1) = det A

'Transposer ne tait qu’interchanger le role des lignes et des colonnes.



- Soit A une matrice carrée, le cofacteur de I’élément

, note 4GSt Cij

Cij — (—1)i+j det Aij

- Cette définition permet la réécriture du déterminant

comme suit:

det A = Z &1kclk
1



Propositio

Preuve:

n

Si r # s, alors ZarkCSk = 0.

k=1

[’1dée devient explicite s1 on prend r = 2,5 = 1

a1y ... aln\ /a21 a22

as3 ... QAop / az1 Aa22

a33 A1n B=1| 431 432

an3 ann/ \anl An2
n

a2n\

aon
Aln

ann)




Deéfmition | 1.4 matrice des cofacteurs de A, notée cof(A), est:

Cii Cia ... Cyy,

Cor Cax ... GCyy
cof(A) = . : | :

Cnl Cn2 IR Cnn

Défiition [L.a matrice adjointe de A, notée adj(A), est:

adj(A) = (cof(A)) "
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—6 —2 2
cof(A) = 7T 2 =3
-3 —2 1

—6 7 =3
adj(A) = (cof(A))* ( -2 2 =2
2 =3 1



[’inverse d’une matrice est donné par:

Vérification:

A—l

1

djA
det Aa J

e [ Cu Ci
azn 1 Co1 Cao
1n

: det A : :
i) \ Cu1 Chs

“n) /Cy G

aA2n
012 022

a;m) \len: Can:




B det A

B det A




B det A

0 )
0
Zankcnk /
0
0
det A
0
0
1
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Cette méthode d’inversion de matrice peut éetre plus longue.

Mais s1 la matrice est une 2 x 2, cela va vraiment plus vite!

A = (ﬁ) cof(A) = ( _;l _?1’ >
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- Soit A = ( >, calculer A~ %
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Faites les exercices suirvants

p.226 #D5,6et7
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V' Le déterminant d’une matrice carrée.
V' Les propriétés du déterminant.
v/ La matrice adjointe.

v/ Le calcul de I'inverse a I’aide de la matrice adjointe.
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