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V' Quelques théorémes qui encadrent son existence.
V' Les matrices élémentaires.

v/ L’algorithme de Gauss pour trouver I'inverse.
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V' Le déterminant d’une matrice carrée.
V' Les propriétés du déterminant.
v/ La matrice adjointe.

v/ Le calcul de I'inverse a I’aide de la matrice adjointe.
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Deéfimition ' Soit A, une matrice carrée n x n, le déterminant
de A, noté det(A), est défini de maniére récursive
comme suit:

S1n =1 det(A) —= a11

On fixe une ligne ...

Sin>1 det(A) = Z(—l)i%k)
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en développant selon cette ligne de zéros.
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3) Si Best obtenue de A en multipliant une ligne
(ou colonne) par une constante, alors

det B = kdet A
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az; ds2 ds3 A1n B=| %1 432  a33 A1n
\&nl An2 QAaAnp3 a'rm/ \anl Un2 An3 ann)
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det B = (—1)2+Tka/2r det(AZT)
r=1
mn



3) Si Best obtenue de A en multipliant une ligne
(ou colonne) par une constante, alors

det B = kdet A
/a11 a2 a1z ... aln\ /CL11 a2 a13 &1n\
a1 Q22 Qa23 ... Q2p kas1 kaos kass ... kason
az; ds2 ds3 A1n B=| %1 432  a33 A1n
\&nl An2 QAaAnp3 a'rm/ \anl Un2 An3 ann)
T
det B = (—1)2+Tka/2r det(AZT)
r=1

— kZ(—l)erragr det(AQT) — kdet A

r=1
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colonnes identique, alors det A = 0

Si A est une matrice 2 x 2 alors det A = (0

a b
a b

car

—ab—ab =0

S1 A est de format n x n avec n > 2, on peut développer le
déterminant en ne développant jamais avec les deux lignes
(deux colonnes) identiques.

Le résultat sera une (potentiellement tres grosse) somme de
déterminants 2 x 2 avec deux lignes (ou deux colonnes) identiques.

Donc, une grosse somme de zéros!
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aAn3 Ann
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n1 A pn,2 an3 Ann

A1n — det A -+ ]{(O) = det A
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o =ad —bc = —(bc—ad) = -

S1 A est de format n x n avec n > 2, on peut développer le
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6)  SiB est obtenue de A en interchangeant
deux lignes ou deux colonnes, alors

det A = —det B
Si A est une matrice 2 x 2, alors det A = —det B

car a b | _ _ _ _ _ c d
o =ad —bc = —(bc—ad) = -

S1 A est de format n x n avec n > 2, on peut développer le
déterminant en ne développant jamais avec les deux lignes
(ou deux colonnes) interchangées.

Le résultat sera une (potentiellement tres grosse) somme de
déterminants 2 x 2 .

S1 on Iinterchange leurs deux lignes et qu’on met les -1 en évidence,
on obtient — det B.



Proposition Soit A ;une matrice triangulaire supérieure (ou
inférieure), alors le déterminant de A est le produit
des ¢léments de sa diagonale principale.



Proposition Soit A ;une matrice triangulaire supérieure (ou
inférieure), alors le déterminant de A est le produit
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O O ass aA3n




Proposition Soit A ;une matrice triangulaire supérieure (ou
inférieure), alors le déterminant de A est le produit
des ¢léments de sa diagonale principale.

det A ::::I%I:Clii
1=1

11 12 d13 A1n ao2o (923 Aoy,
O a2 a3 ... a9y 0 as3 ... asy
0 0 ass ... Qa3zp — a11 : : , : +0+---4+0
: 0 0 Ann
0 0 0 A




Proposition Soit A ;une matrice triangulaire supérieure (ou
inférieure), alors le déterminant de A est le produit
des ¢léments de sa diagonale principale.

det A ::::I%I:Clii
1=1

a11; @12 d13 A1n ao2o (923 Aoy,
0 a2 a3 ... a9y 0 as3 ... asy
0 0 ass ... Qa3zp — a11 : : , : +0+---4+0
: 0 0 Ann
0 0 0 A




Soit A ;une matrice triangulaire supérieure (ou
inférieure), alors le déterminant de A est le produit
des eléments de sa diagonale principale.

(1€ﬂlf§_::::1?1:0ﬁ¢
1=1

En développant selon la premiere colonne.

a1 a2 a3 ... Qin

-

+0+--+0
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Proposition Soit A ;une matrice triangulaire supérieure (ou
inférieure), alors le déterminant de A est le produit
des ¢léments de sa diagonale principale.

det A ::::I%I:Clii
1=1

ayj; a2 d4aiz ... Qin oo G923 ... Q9n
0 a2 a3 ... a9y 0 as3 ... asp
0 0 ass ... Qa3n — a11 : : , : +0+---+0
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Proposition | det(AB) = (det A)(det B)

Une preuve directe de cect n’est pas particulierement amusante!

Mauis,
s1 on passe par les matrices ¢lémentaires... c’est plus beaucoup
plus sympathique!
Lemme: S1 K est une matrice ¢lémentaire, alors

det(EA) = (det E)(det A)

Il y a trois types de matrices ¢lémentaires, donc trois cas a vérifier.
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#+ 0
Si R#1, alors det R =0,

car la derniere ligne de R est une ligne de zéros,

et donc, det A = 0.
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Car calculer un déterminant, c’est pas mal plus court
que de trouver un nverse!
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Si det A = 0, reste a voir que det(AB) =0,
auquel cas, on n’aura que det(AB) = (det A)(det B)

mais AB = E1E2 “ .. EnRB
ct det(AB) — det(E1E2 e En) det(RB)

mais det(RB) =0
car la derniere ligne deR est une ligne de zéros,

et donc, la derniere ligne de RB aussi.
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* Proposition Y
- Prewver

detI = det(AA™)



1

Proposition det(A™1) = Too(A)
¢

Preuve: detI = det(AA™!) = det(A)det(A™")
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Proposition det(A™1) = N
e

Preuve: detI = det(AA™!) =det(A)det(A™!) =1



1

det(A™) = det(A)

detI = det(AA™1) =det(A)det(A™!) =1

D S S
h s

D S S
h s



@oposition)  der(a ) =

-

Preuve: detI = det(AA™1) =det(A)det(A™!) =1

@D 147) - s



B 1
~ det(A)

Proposition det(A~ 1 )

Preuve: detI = det(AA™!) =det(A)det(A™!) =1

Proposition det(A1) = det A

'Transposer ne tait qu’interchanger le role des lignes et des colonnes.
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- Cette définition permet la réécriture du déterminant

comme suit:
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Faites les exercices suirvants
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V' Le déterminant d’une matrice carrée.
V' Les propriétés du déterminant.
v/ La matrice adjointe.

v/ Le calcul de I'inverse a I’aide de la matrice adjointe.
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